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Schriftliche Aufgabe S-50

Eingabegrofle n ist jeweils die Lénge der zu revertierenden Liste.

In rev_naive (linear rekursiv) erfolgen n rekursive Aufrufe, wobei die initiale Liste jeweils vorne
um ein Element gekiirzt wird. Abbruchskriterium ist die leere Liste. Die Rekursion selbst hat damit
Zeitaufwand O(n).

Bereits traversierte Elemente der Liste werden hinter dem noch nicht traversierten Listenteil per
Listenkonkatenation @ angehéingt. Am Ende muss also ein Ausdruck der Form [J@[aJ@[b]@ ...
@[x]e[yle[z] ausgewertet werden.

Zur Auswertung eines Ausdrucks a@b muss allgemein zunichst die Liste a vollstindig traversiert
werden, um an ihrem Ende die Liste b anzuhingen. Der dazu notige Zeitaufwand ist natiirlich
proportional zur Liange der Liste a.

Da sich am Ende eine n-fache Konkatenation von einelementigen Listen ergibt, fillt zu deren Aus-

wertung Zeitaufwand von Y, _ k = % = O(n?) (GauBische Summenformel) an.

Insgesamt hat rev_naive damit quadratische Zeitkomplexitiit.

rev_clever ist repetitiv rekursiv. Das jeweils erste Listenelement wird solange vorne an den Akku-
mulator acc angehéngt, bis die Liste leer ist. Damit kommt es zu n rekursiven Aufrufen. Am Ende
der Rekursion wird kein weiterer Aufwand erforderlich: die revertierte Liste steht bereits fertig im
Akkumulator. Damit ist der Zeitaufwand von rev_clever O(n).

Schriftliche Aufgabe S-51

(a) Als sinnvolle Grofle der Eingabe eignet sich die Lange der Pfad-Liste [. Also: n :=[.

(b) Die Laufzeit hingt neben der Gréfie von n auch noch davon ab, wo die Elemente der Liste im
Baum lokalisiert sind. In der Zeile

h::t -> h = root b & (ispath t (left b) || ispath t (right b))

wird ein rekursiver Aufruf getétigt, falls der Teilpfad ¢ im linken Teilbaum liegt, denn ispath
t (left b) wird zu true ausgewertet, so dass der zweite Ausdruck ispath t (right b) nicht
mehr beriicksichtigt wird (— strikte Auswertung von OCAML). Ist dies bei allen Teilpfaden
der Fall, so finden genau n Aufrufe statt.

Liegt t aber im rechten Teilbaum, so wird der erste Ausdruck zu false ausgewertet. Fin
zweiter rekursiver Aufruf fiir die rechte Seite ist die Folge. Falls alle Teilpfade nach rechts
verzweigen, so tritt beziiglich der Laufzeit der worst case ein: es miissen 2n Aufrufe stattfinden.

Davon abgesehen kann sich die Laufzeit aufgrund von Terminierung verkiirzen,

— wenn die Hohe h des Baums kleiner ist als die Lange n der Liste
— wenn ein Element der Liste anderweitig nicht im Baum enthalten ist
Dementsprechend tritt unabhéngig von n der best case (mit genau einem Aufruf) dann ein,

wenn das erste Element der Liste [ nicht der Wurzel des Baums entspricht (z. B. auch, wenn
der Baum Empty oder die Hohe kleiner der Listenlénge ist).



(c) best case: Erstes Element der Liste [ entspricht nicht der Wurzel des Baums. Dann ist die
Zeitkomplexitdt von ispath: O(1).
worst case: Alle Teilpfade der Liste | verzweigen zu rechten Teilbdumen. Dann ist die Zeit-
komplexitét von ispath: O(2n) = O(n). (Begrindungen siehe oben)

Mathematische Definition der O-Notation ([Kroger|, S. 86):

Seien R" =z €R |x>0und f,g: Ny — RT.

g ist von der Ordnung f (geschrieben: g(n) ist O(f(n)) oder auch: g(n) = O(f(n)), wenn
es ¢, ng € Ny gibt, so dass fiir alle n > ng gilt:

g(n) <c- f(n).

Schriftliche Aufgabe S-52
Im Folgenden sei n € N und ¢ € Ny.

(a) Behauptung: log(n!) = O(n - log(n)); dann muss geméifl Definition gelten
log(n!) < c¢-n-log(n)
log(n!) <log(n") =n-log(n) < c-n-log(n)
Fiir ¢ > 1 ist diese Gleichung auf jeden Fall immer erfiillt.
(b) Behauptung: n - log(n) = O(log(n!)); dann muss geméf Definition gelten

n -log(n) < c-log(n!)

. Log(n)
log(n!)

¢ > n (denn M < 1 ist maximal 1)
log(n!)

¢ ldsst sich nur in Abhéngigkeit von n wéhlen: ¢ > n. Damit kann es kein ¢ geben, so dass die
Aussage fiir alle n gilt...

<c

(¢) Logarithmisches Wachstum schreitet langsamer voran als lineares oder exponentielles Wachs-
tum (log(n) < n' < n'*€). Damit lisst sich eine Abschiitzung durchfiihren. Fiir € > 0 ist

n-logn < n-n=n'te

und somit auch
n-logn <c-n'"¢ (c € Ny, z. B. c=1)

was sich in die Definition der O()-Notation einsetzen lésst.

Schriftliche Aufgabe S-53

(a) Nach der obigen Definition der O()-Notation ist mit ¢ = 1 und f(n) := g(n) die Behauptung
bewiesen.

Auch vom logischen Verstidndnis leuchtet die Behauptung sofort ein. Von der O()-Schreibweise
wird nur gefordert, die GroBenordnung der Komplexitit (Komplexititsklasse) anzugeben.
Insofern erfolgt normalerweise eine Vergroberung des Ursprungsterms (durch Vernachlissigung
von Skalaren, etc.). Der Ursprungsterm selbst ist dann natiirlich weiterhin eine Teilmenge der
Vergroberung.



(b)

Aus den Beziehungen
f(n) <c-g(n) und g(n) <d-h(n) (¢, d € Nyp)

folgt nach Transitivitat

f(n) <c-d-O(h(n))
Damit ist die Behauptung bewiesen (vgl. Definition der O()-Notation).

Es muss gelten

f(n)+g(n) <c-(f(n)+g(n))

Wegen x +y = 2z = 2y (fiir = y) gilt x +y < 2 - max(z,y) (fir  # y) und infolgedessen
auch

x4y <2 -max(x,y) (fir z, y beliebig)

Setzt man x := f(n), y := g(n), ¢ := 2, so ergibt sich eine Definition der O()-Notation und es
folgt die Behauptung.

Veranschaulichung: Die Addition zweier Polynome f (Grad np), g (Grad ng) fiithrt ebenfalls
zu einem Polynom vom Grad max(ng,na).



